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1 Le probléme mathématique

1.1 L’énoncé

Version géométrique Quels sont les triangles rectangles dont la longueur de chaque coté
est un nombre entier naturel ?

Version arithmétique Déterminer ’ensemble de triplets pythagoriciens , c’est-a-dire les
triplets d’entier (z,y,2) € N3 tels que 2% + y* = 22

Remarque Le lien entre les deux versions est évidemment le théoréme de Pythagore. Suivant
le niveau de classe ot vous souhaitez expérimenter ce probléme et les objectifs que vous souhaitez
atteindre, I'une des deux versions sera plus adaptée.

1.2 Des pistes de solution

Nous présentons ici une méthode de détermination des triplets pythagoriciens & I'aide d’outils
arithmétiques relativement accessible a des éléves ayant suivi un enseignement d’arithmétique
spéciale en terminale (ancienne terminale S spécialité maths). Voici les étapes de la preuve :

Restriction de la recherche : Etude des diviseurs communs a x,y et z pour une défini-
tion de triplets irréductibles. Puis étude de la parité des différents éléments de ce triplet
(triplet irréductible rangé).

Recherche des triplets irréductibles rangés : On cherche une condition nécessaire et
suffisante sur le triplet pour restreindre la recherche a déterminer un couple d’entiers
(u,v) vérifiant certaines propriétés.

Dans toute la suite; z,y et z désignerons des entiers naturels.

1.2.1 Restriction de la recherche

Triplet irréductible

Proposition 1 (z,y,2) est un triplet pythagoricien si et seulement si pour tout entier n € N,
(nx,ny;nz) est un triplet pythagoricien.

Preuve : 22 +y? = 22 & n?(2? + y?) = n?2? & (nx)? + (ny)? = (nz2)? O

Proposition 2 5i deux des trois nombres d’un triplet pythagoricien ont un diviseur commun
d, alors d divise ausst le troisieme nombre.

Preuve : Soit d un diviseur commun & z et y, il existe 2’ et ¢y tels que = = da’ et y = dy'.
Ainsi 2% = d?(2"? + y?) ie d? divise 22 donc d divise z. Le raisonnement est similaire si d divise
x et z ou si d divise y et z. O

En conséquence, si deux des trois nombres sont premiers entre eux, alors z,y et z sont premiers
entre deux a deux.

On peut donc restreindre I'étude & un triplet (x,y,z) avec x, y et z premiers entre deux a

deux (cela impose au passage que z, y et z soient non nuls). On dira que c’est un triplet
irréductible.
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Etude de la parité Soit (z,y,z) un triplet pythagoricien irréductible. Etudions les différentes
possibilités de parité :

Les trois nombres sont pairs : c¢’est impossible car le triplet est supposé irréductible

Deux des trois nombres sont pairs : c’est impossible car le triplet est supposé irréduc-
tible (les deux nombres pairs ne seraient pas premiers entre eux).

Les trois nombres sont impairs : Comme le carré d'un nombre impair est impair et
que la somme (ou différence) de deux nombres impairs est paire, le carré du troisiéme
nombre est forcément pair donc le troisiéme nombre est aussi pair. C’est donc impossible
d’obtenir trois nombres impairs.

Il ne reste qu’une seule possibilité : deux des nombres sont impairs et I'un est pair. Encore une
fois, trois cas sont possibles :

x et y sont impairs et z est pair : il existe 2’ et ¥ tels que v = 22" + 1 et y = 2y’ + 1.
Dans ce cas, 22 = 4(2”? + 2’ + y”? + ¢') + 2 mais comme z est pair, 22 est divisible par 4,
ce qui contredit 1’égalité précédente. C’est configuration est donc impossible.

r et z sont impairs et y est pair : Pas de contradiction.

y et z sont impairs et z est pair : Pas de contradiction.

On peut donc restreindre 1'étude & un triplet irréductibe (z,y,2) avec x et z impairs et y pair.
On dira que c’est un triplet irréductible rangé.
1.2.2 Recherche des triplets irréductibles rangés

Soit (x,y,z) triplet irréductible rangeé.

Supposons que (z,y,z) soit un triplet pythagoricien rangé. On peut écrire y = 2y’ et 4y”? =
22— 2% =(z—2)(z + ) cest a dire
p 2—TZ+X
22

avec 5% et ”Tm des entiers naturels non nuls (par hypothéses sur la parité et le fait que y? > 0).
Z—XT

o Sret # sont premiers entre eux : par I’absurde, supposons qu’il existe un nombre d > 1
qui les divise tous les deux. Alors d divise la somme qui est égale a z et la différence qui
est égale & +x. Or x et z sont supposés premiers entre eux, d’ou I'absurdité.

o 2% et 22 sont des carrés parfaits : comme y? = 25E2EE et que les deux facteurs sont

premiers entre eux, la décomposition en produit de nombres premiers nous montre qu’il
n’ont pas de facteurs premiers commun et que chaque exposant est pair. Donc =E et
Z’;x sont des carrés parfaits, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers non nuls u et v tels que
HE = u? et 5% = v? avec, dans ce cas u > v.
Finalement :

e y=2uv car iy =uv

° Z:z—l—Tm+z—x:u2+v2

2 2 2
“r .
3 =Uu (%

ST
De plus :
e u et v sont de parités différentes. En effet, si u et v étaient tous les deux pairs, z, y et z

seraient aussi pairs, ce qui est impossible. De méme, si u et v sont tous les deux impairs,
alors y serait impair, ce qui n’est pas possible.
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e u et v sont premiers entre eux. En effet, si v et v ont un diviseur commun d > 1, alors
d? > 1 est un diviseur commun & z, y et z, ce qui n’est pas possible.

Réciproquement, supposons qu’il existe deux entiers u > v de parités différentes et premiers
entre eux tels que
r=u’—v% y=2uw;, z=u>+0°

Alors :
e (7,y,2) est un triplet pythagoricien : (u? — v?)? + (2uv)? = u* — 2u?v? + v + 4u*0? =
(u? + v?)? = 22
e (z,y,z) est un triplet rangé : comme wu et v sont de parité différentes, leurs carrés gardent
la méme parité et la différence et la somme sont forcément impairs, donc x et z sont
impairs. De plus, y est bien un nombre pair, par construction.
e (z,y,z) est un triplet irréductible : si x et z ont un diviseur premier commun d > 3 (z et
z sont impairs) alors d diviserait x + 2z = 2u? et z —x = 2v% D’aprés le lemme de Gauss,
d ne divise pas 2 implique que d divise u? (donc u) et v? (donc v) ce qui est impossible
puisque u et v sont premiers entre eux. Conclusion : z et z sont premiers entre eux et
la propriété n°2 implique x, y et z sont deux a deux premiers entre eux (car (z,y,z) est
un triplet pythagoricien).
On obtient donc le théoréme suivant qui permet d’obtenir tous les triplets pythagoriciens :

Théoréme 1 Soit (z,y,2) € N3.
(x,y,2) est un triplet pythagoricien irréductible rangé si et seulement si il existe deux nombres
entiers u et v (u > v), de parité différentes et premiers entre euz, tels que

r =u?— v’ Y = 2uv; 2z =u? 402

On obtient ainsi les premiers triplets pythagoriciens irréductibles rangés :

ulv| x|y | 2
21113 4|5
3125 1213
411|165 8 | 17
4137 12425

1.2.3 Triangles rectangles isocéles

Il est fréquent que les éléves cherchent des triangles rectangles entiers parmi ceux qui sont
isoceles. Il n’existe pas de triangle rectangle entier isocele et cela provient de l'irrationnalité de

V2.
Proposition 3 Le nombre /2 est irrationnel.

Preuve : Supposons qu’il existe deux nombres entiers premiers entre eux p et ¢ tels que V2 = g.
Cela signifie que p? = 2¢?, en particulier que p? et p sont pairs. Ainsi, il existe p’ tel que p = 2p'.
Dans ce cas, ¢> = 2p' 2 ce qui implique que ¢? et ¢ sont pairs, ce qui est absurde car p et g sont
premiers entre eux. OJ

Le triplet (1,1,4/2) ne pourra jamais étre multiplié par un nombre entier pour obtenir un triplet
d’entiers (pythagoriciens).
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2 Objets potentiellement travaillés/Connaissances en jeu

e Le théoréme de Pythagore (comme caractérisation d’'un triangle rectangle ou pour cal-
culer une longueur manquante dans un triangle rectangle)

e Conservation des angles et proportionnalité des longueurs dans un agrandissement /réduction,
triangles semblables

e Arithmétique : nombres premiers entre eux, parité, divisibilité etc.

e Calcul numérique : irrationalité de /2 ; carrés parfaits ; racine carrée d’un nombre positif

e Algorithmique : création d’un programme avec boucles et conditions d’arréts qui génére
des triplets irréductibles

3 Comptes rendus de mise en ceuvre en classe

3.1 Enoncé et consignes

L’énoncé donné au colléege est la version géométrique du probléme. Il y a donc une part de
modélisation arithmétique a faire par les éléves.

3.2 Scénario

Le scénario proposé est celui de mise enceuvre classique des SDRP (voir la page « Situations di-
dactiques de recherche de problémes / Mise en ceuvre d'une SDRP » sur le site http ://dreamaths.univ-
lyon1.fr ). Une précision est apportée durant le temps de présentation des enjeux de la séance

afin d’encourager les éléves a prouver ce qu’ils affirment.

3.3 Productions d’éléves

Dans les pages suivantes, vous trouverez quelques extraits d’affiches d’éléves de troisiéme qui
permettent de mieux se rendre compte des conjectures et erreurs possibles des éléves.

Ce probléme a été utilisé lors d'une séquence entiére. Vous y trouverez un retour d’expérimen-
tation détaillé dans l'onglet « Fonder son enseignement sur des problémes / expérimentation
de référence » ou sur la page « Fonder son enseignement sur des problémes / d’autres expéri-
mentations / sur le cycle 4 » sur le site hitp ://dreamaths.univ-lyonl.fr.
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