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Je tiens tout d’abord a vous remercier d’avoir posé ce probleme a vos classes. Félicitez
vos éléves pour leur recherche et donnez leur rendez-vous I'année prochaine!J'étais
tres content d’entendre que certains éleves ont tres bien accroché au probléme et
qu'ils se sont passionnés pour Anubis. Certains ont écrit des programmes informa-
tiques pour faire jouer I'ordinateur.

1. REPONSE THEORIQUE

Définition 1.1. Nous appelons stratégie gagnante une suite de déplacement qui per-
mettra au premier joueur de gagner quelque soit les déplacements de I'adversaire.

Nous avons un théoreme de la théorie de jeu qui est le suivant.

Théoréme 1.2 (Théoréeme de Zermelo). Soit un jeu a deux joueurs qui n'a pas de par-
tie nulle. Alors il existe une stratégie gagnante pour l'un des deux joueurs.

ATaide ce théoreme nous pouvons démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 1.3 (Corollaire du vol de stratégie). Pour la dalle d’Anubis, le premier joueur
a une stratégie gagnante. Sauf dans le cas d’'une ligne ou colonne avec trois dalles.

Démonstration. Par le théoreme de Zermelo, nous savons que I'un des deux joueurs
a une stratégie gagnante. Supposons que c’est le second joueur. Ainsi, si le premier
joueur se place sur la premiere dalle en bas a gauche, le second joueur a une stratégie
gagnante c’est-a-dire qu'il se place sur une dalle, notée G, qui le fera gagner quelque
soit les coups de I'adversaire.

Du coup, nous en déduisons une stratégie gagnante pour le premier joueur en jouant
sur cette fameuse dalle G et il va gagner sauf si nous avons une ligne ou colonne avec
3 dalles (cf plus bas). Nous disons qu’il a volé la stratégie gagnante. O

2. TROIS RESULTATS PARTIELS

Dans un premier temps, nous allons expliquer trois cas particuliers : le cas d'une ligne
(ou une colonne), de 3 lignes (ou 3 colonnes) et celui d'un carré de taille arbitraire.
Dans ces trois cas, nous pouvons décrire assez facilement une stratégie gagnante.
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2.1. Cas d’une ligne (ou d’'une colonne). Le cas de laligne est clairement équivalent
par symétrie au cas d'une colonne. Nous nous placons dans le cas d'une ligne a n
dalles. Nous numérotons les cases a partir de la case d’Anubis de la droite vers la
gauche.

Voici les stratégies gagnantes qui dépendent du nombre de dalles.

(1) Sinous avons plus de 4 dalles. Le premier joueur se place sur la 4-ieme dalle
et il gagne.

(2) Sinous avons 3 dalles. Le second joueur gagne toujours. Ceci est une excep-
tion.

(3) Sinous avons 2 dalles. Le premier gagne toujours.

2.2. Casavec 3 lignes (resp. colonnes) et nombre arbitraire de colonnes (resp. lignes).
Nous pouvons supposer que la salle n’ait que 3 lignes mais avec un nombre arbitraire
de colonnes. Nous nous placons a la gauche de la dalle d’Anubis et le premier joueur
gagne.

2.3. Cas d’un carré. Supposons que le carré ait n dalles de coté. Comme le cas du
carré 3 x 3 est traité dans le cas précédent, nous supposons 7 # 3.

Nous numérotons les dalles par des couples (a,b) ou 1 < a,b < n ou a est la a-iéme
colonne en partant de la droite et b est la b-ieme ligne en partant du haut.

Premier coup dans tous les cas : Dans tous les cas le premier joueur va en position
(2,2) (en diagonale de la dalle d’Anubis). Il reste donc au second joueur, la premiére
ligne ou la premiere colonne. Comme les situations sont symétriques, nous suppo-
sons que le second joueur jouera toujours sur la premiere ligne.

Suivant la taille de la piece, il faut ajuster sa stratégie.

Cas n = 4. Si le second joueur joue en position (a, 1), nous répondons de la facon
suivante

(1) Sia=2,nousjouonsen (1,4).
(2) Sia=4,nousjouonsen (1,2)
(3) Dans tous les autres cas, nous jouons symétrique c’est-a-dire en (1, a).

Cas n = 2. Si le second joueur joue en position (a, 1), on joue toujours symétrique
c’'est-a-dire (1, a).
Casn=3.cf§.2.2.

3. COMMENT ABORDER LE CAS GENERAL AVEC DES GRAPHES

De maniere générale, les jeux se résolvent avec des graphes. D’ailleurs, une petite
recherche du théoréme de Zermelo sur google vous conduira peut-étre a un énoncé
sur les graphes.

Nous allons commencer par le graphe du jeu du carré 2 x 2 puis pour le rectangle 2 x 3.
Dans le cas général, nous pouvons toujours faire le graphe qui peut étre extrémement
compliqué... Dans le cas général, le Corollaire 1 nous dit que le premier joueur a une
stratégie gagnante mais nous ne savons pas la décrire explicitement.



3.1. Casdu? x 2.

Pour bien comprendre les dessins ci-dessous :
Notons O, le premier joueur et O le second joueur.
A\Bien lire pour comprendre les graphiques ci-dessous.

(a)

(b)

()

Dans chaque dessin, 1 ne désigne pas le premier joueur mais le joueur qui
doit jouer. Ainsi, dans une configuration nous pouvons avoir D ou @ ou
ou |2 |suivant si le joueur O doit jouer ou pas.

Quand le joueur 1 a joué, nous arrivons dans une nouvelle configuration ot
I’ancien joueur 2 devient le nouveau 1 et vice-versa.

Notre but est de déterminer dans chaque dessin, si c’est la configuration
gagnante pour le joueur 1 cad celui qui va jouer.

Pour faire le graphe du jeu, on procéde comme suit.

(1)

2)

3)

Nous dessinons toutes les configurations possibles : nous placons 1 (resp. 2)
pour la position du premier (resp. second) joueur. Ici nous avons 12 cas pos-
sibles.

Nous mettons une fleche orientée entre le cas A et le cas B si apres le dé-
placement du joueur 1, la configuration A devient B. Illustrons ¢a sur deux
exemples ci-dessous. Dans |’exemple de gauche, le premier joueur se déplace,
la position de gauche devient celle de droite et cette configuration (celle du
milieu) est gagnante pour @ mais perdante pour . D’apres le (c) ci-dessus,
nous devons regarder la position par rapport a au joueur 1 (ici ) donc cette
position est perdante. Remarquez aussi I'inversion de I'ordre des joueurs.
Dans I'exemple de droite, la position est gagnante pour (D qui gagne par ef-
fondrement. Les cases grisées sont celles qui sont effondrées.
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FIGURE 1. Deux cas

Une fois que nous avons fait tous les dessins, nous regardons les configura-
tions finales c’est-a-dire celles ot nous pouvons dire de facon évidente si le
joueur noté 1 gagne ou perd. Aprés nous voulons savoir si une configuration
donnée (pas forcément une configuration finale) dans le graphe est gagnante



ou perdante (toujours pour le joueur 1!). En partant d'une configuration fi-
nale, nous appliquons la regle suivante :

Regle 3.1. (a) Sid’'une configuration, il existe une fleche vers une configura-
tion perdante, alors la configuration est gagnante.

(b) Sid’une configuration, toutes les fleches vont vers des configurations ga-
gnantes, alors la configuration est perdante.

Ainsi, dans notre figure précédente, nous en déduisons que la configura-
tion de gauche est gagnante car celle a sa droite est perdante.

(4) Au final, nous obtenons le graphe suivant. Remarquez que nous avons 2 cas
d’effondrements a droite. Pour trouver le statut « gagnant ou perdant» d’'une
configuration, nous commengons par la seconde ligne puis nous remontons
ala premiere ligne en appliquant la regle 3.1. La ligne du bas correspond a des
positions perdantes et celle du haut a des positions gagnantes.
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(5) Nous concluons que la seule position gagnante de (D et de jouer en diagonale
d’Anubis. Nous le savions déja de part la solution du carré. Ce résultat précise
que c’est 'unique stratégie gagnante dans ce cas ci.

3.2. Casdu 2 x 3. Dans ce cas la situation est beaucoup plus compliquée, pour sim-
plifier nous pouvons éviter d’écrire les cas d’effondrement qui sont des cas simples.
D’apreés la preuve du Corollaire 1, le cas a considérer est celui ou le premier joueur se
place en bas a gauche. Nous obtenons le graphe suivant.

Nous en déduisons que la position du joueur D en bas a gauche n’est pas gagnante
car, sile joueur| 2 | se met sous la dalle d’Anubis, il gagne.

Nous avons alors 1'idée de voler sa stratégie... et nous jouons donc le coup sous la
dalle d’Anubis pour gagner. Nous obtenons la stratégie gagnante suivante :
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4. CONCLUSION

Dans le cas 2 x 3, nous avons exploré le graphe du jeu et nous avons vu comment
trouver une stratégie gagnante. Dans ce cas simple, nous pouvions le faire a 1a main
et voir directement le coup gagnant (cf le cas avec 3 lignes ci-dessus). Cependant,
I'idée des graphes peut nous permettre de traiter tous les cas. Supposons que la salle
soit de taille n x p.

Nous étudions toutes les configurations ou 1 est en bas a gauche. Soit cette position
est gagnante dans tous les cas et alors nous avons fini. Soit le joueur 2 peut gagner en
se placant sur la dalle, notée G, et alors nous lui volons sa stratégie.

Ceci pourrait se programmer pour un rectangle général mais le faire a la main est
assezlong ®



